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Анотація. Мета. Метою роботи є дослідження впливу на стійкість центрально-стиснутих сталевих елементів 
початкових недосконалостей і пластичних властивостей сталі. Методика. Розрахункова схема втрати стійкісті центрально-
стиснутого сталевого елемента із початковими недосконалостями прийнята, як для стиснутого стрижня із початковими 
вигином поздовжньої осі, початковими ексцентриситетами прикладання поздовжньої сили, та із урахуванням зміни модуля 
деформації сталі. Отримане узагальнене рівняння для визначення коефіцієнта стійкості в залежності від параметрів 
розрахункової системи: початкових недосконалостей, гнучкості стержня та приведеної жорсткості перерізу елемента. 
Враховано, що при втраті стійкості елемента виникають максимальні деформації, які залежать від початкових залишкових 
деформацій, початкових деформацій вигину, деформацій стиску, деформацій поздовжнього вигину стержня та випадкових 
ексцентриситетів прикладання поздовжньої сили при втраті стійкості. Через  приведений модуль враховано вплив розвитку 
пружно-пластичних деформацій в перерізі сталевого елемента. Результати. Підтверджено нелінійний характер втрати 
стійкості сталевих центрально-стиснутих елементів із урахуванням початкових недосконалостей. Отримано аналітичне 
рівняння втрати стійкості позацентрово-стинутого стрижня, як центрально-стиснутого із початковими недосконалостями. 
Аналітичне рівняння стійкості дозволяє визначити понижуючий коефіцієнт при втраті стійкості центрально-стиснутого 
стержня: коефіцієнт поздовжнього згину, або коефіцієнт (фактор) стійкості. Формули для визначення понижуючого 
коефіцієнта стійкості при втраті стійкості центрально-стиснутого елемента за вітчизняними і европеййськими нормами в 
основі мають одне й те саме аналітичне рівняння стійкості. Різниця між вітчизняними і європейськими нормами 
проектування пояснюється різними підходами щодо апроксимації експериментальних даних. Наукова новизна. На підставі  
теоретичних досліджень отримано узагальнене аналітичне рішення стійкості сталевого центально-стиснутого елемента із 
урахуванням  початкових залишкових деформацій, гнучкості елемента, початкових екцентриситетів сили, та початкового 
вигину поздовжньої осі стрижня, приведеного модуля і початкових залишкових деформацій. Наведене узагальнене 
теоретичне обгрунтування коефіцієнта стійкоті за різними нормативними документами. Практична значимість. Отримані 
аналітичні рівняння дозволяють визначити теоретичне значеня критичного навантаження для сталевого стиснутого 
елемента. Це є важливим при аналізі експериментальних досліджень стійкості сталевих стержнів та підсиленні сталевих 
елементів.   

Ключові слова: стійкість, сталеві конструкції, куполи, нелінійні переміщення, ферма Мізеса, рівняння критичного 
навантаження, пружні опори, похиле вузлове навантаження. 
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Аннотация. Цель. Целью работы является исследование влияния на устойчивость центрально-сжатых стальных элементов 
начальных несовершенств и пластики стали. Методика. Расчетная схема потери устойчивости центрально-сжатого 
стального элемента с начальными несовершенствами принята, как сжатого стержня с начальной погибью, начальными 
эксцентриситетами приложения продольной силы, и с учетом изменения модуля деформации стали, насчальными 
остаточными деформациями от проката и сварки. Получено обобщенное уравнение для определения коэффициента 
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продольного изгиба (коэффициента, фактора устойчивости) согласно отечественным и европейским нормам в зависимости 
от параметров расчетной системы: начальных несовершенств, гибкости стержня и приведенной жесткости сечения элемента   
при развитии пластических деформаций. Учтено, что при потере устойчивости элемента, возникают максимальные 
деформации, которые зависят от начальных остаточных деформаций, начальных деформаций изгиба, деформаций сжатия, 
деформаций продольного изгиба стержня и случайных эксцентриситетов приложения продольной силы. Через  
приведенный модуль сечения учтено влияние развития упруго-пластических деформаций при потери устойчивости. 
Результаты. Подтвержден нелинейный характер потери устойчивости стальных центрально-сжатых элементов с учетом 
начальных несовершенств. Получено аналитическое уравнение потери устойчивости внецентренно-сжатого стержня, как 
центрально-сжатого с начальными несовершенствами. Аналитическое уравнение утойчивости позволяет определить 
понижающий коэффициент при потере устойчивости (коэффициент продольного изгиба, или коэффициент, фактор 
устойчивости). Формулы для определения коэффициента устойчивости при потере устойчивости центрально-сжатого 
элемента в отечественных и европеййських нормамах в основе имеют одно и то же аналитическое уравнение устойчивости. 
Разница между отечественными и европейскими нормами объясняется различными подходами к аппроксимации 
экспериментальных данных. Научная новизна. На основании теоретических исследований получено обобщенное 
аналитическое решение устойчивости стального центального-сжатого элемента с учетом начальных несовершенств: 
остаточных деформаций, гибкости элемента, начальных екцентриситетов приложенной силы, начального изгиба 
продольной оси стержня, приведенного модуля и начальных остаточных деформаций. Дано обобщенное теоретическое 
обоснование коэффициента продольного изгиба и коефициентов фактора устойчивости по разным нормативным 
документам. Практическая значимость. Полученные аналитические уравнения позволяют определить теоретическое 
значения критической нагрузки для стального сжатого элемента. Это важно при анализе экспериментальных исследований 
устойчивости стальных стержней  а также при усилении стальных элементов. 

Ключевые слова: устойчивость, стальные элементы, гибкость, продольный изгиб, коэффициент устойчивости, начальные 
погиби, остаточные деформации, пластическая деформация, приведенный модуль, касательный модуль. 
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Abstract.  The main goal of work is to synthesize a theoretical approach to obtain reduction factor for buckling for the central-
compressed elements considering an initial imperfections and residual stresses. Methodology. The buckling of central-compressed 
steel element is investigated using a model of buckling of non-central-compressed element with small eccentricity. The maximum of 
deformations depends on the initial residual strains, on the initial strains due to bending and depends on the compressive 
deformations. This type of buckling usually occurs within the nonelastic work of the material. The impact of elastic-plastic 
deformations in the cross section of the column was taken into account by the elastic modulus reducing. The main buckling soluton 
for of column was received. The equation for buckling of column takes in to account the initial imperfections and development of 
plastic deformation in cross section. Findings. Received solution give a possibility to determine the reduction factor for the relevant 
buckling mode according to the Eurocode 3 and to the national DBN В.2.6-198:2014 is usable for a different experimental data. Also 
it usable for a buckling checking for an elements with different imperfections: initial bow, initial eccentricity between the axis of the 
longitudinal force and the axis of the element, reducing of elastic modulus, the plastic properties of a cross-section, initial residual 
stresses etc. Scientific innovation. The generalized analytical solution of stability based on theoretical studies for buckling of the 
central compressed elements was received. Ths solution gives a possibility to determine a reduction factor for buckling according to 
the Eurocode 3 and the national DBN. Practical value. Obtained analytical equation allows determining the theoretical value of the 
critical load for a steel elements in compression and this equation is usable for the analysis of experimental data. 

Keywords: stability, steel elements, slenderness, reduction factor for buckling, initial bow, residual stresses, plastic work, reduce 
modulus, tangent modulus. 

 

Вступ 

Актуальність. За новою редакцією 
нормативних документів із проектування сталевих 
конструкцій ДБН В.2.6-198:2014 [1] прийнята 
формула для обчислення коефіцієнта стійкості – φ, 

яка враховує форму перерізу сталевого елемента та 
вплив початкових недосконалостей: ексцентриситету 
прикладання поздовжньої сили та початкового 
вигтну стрижня – через відповідні криві стійкості. З 
іншого боку, перевірка стійкості центрально 
стиснутих сталевих елементів за європейськими 
нормами [2,3], та за відповідним імплементованим 
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ДСТУ-Н Б EN 1993-1-3:2012 виконується шляхом 
застосування знижувального коефіцієнта для 
відповідної кривої втрати стійкості (далі за текстом 
коефіцієнт стійкості) – χ.  

Різниця у формулах нормативних документів 
[1,2,3] перевірки стійкості центрально-стиснутих 
елементів виявляється насамперед у тому, що на 
вигляд однакові формули мають різницю у складових 
апроксимації, а перед знаком кореня у ДБН стоїть 
знак «мінус», тоді як у європейських – знак «плюс». 
	ܰ = ௖ߛ௬ܴܣ߮ , ߮ = 	଴,ହ

ఒഥೣమ
ቂδ − ඥδଶ − ௫ଶቃ, ߮ߣଶ̅ߨ4 1    	(1)                      

,/χAfN 1yb.Rd M
  1χ ,

λΦΦ
1χ 0,522




        (2)
 
                  

В основі теоретичного підходу із перевірки 
стійкості центрально-стиснутих елементів із 
урахуванням розвитку пружньо-пластичних 
деформацій є роботи Е. Ламарля, Ф. Енгесера 
(Engesser F.), А. Консідера (Considerе A.), Т. Кармана 
(Karman T.), Ф.С. Ясинського, Ф. Шенлі (Chanley F.) 
Баушингера, Тетмайєра, Блейха та ін. [1-6, 14-16].     

Основою проблеми теоретичної задачі із 
визначення коефіцієнта стійкості є задача втрати 
стійкості стережня при різних гнучкостях із 
урахуванням визначення рівня критичних напружень, 
впливу розвитку пластичних деформацій, впливу 
початкового вигину стрижня та початкових 
залишкових напружень, та урахування дійсної 
діаграми розтягу сталі. 

Однією із перших формул для визначення 
стійкості стрижня із урахуванням розвитку 
пластичних деформацій за діаграмою Прандтля стала 
відома формула Ренкіна:  

σcr= σ0/(1+ αλ2)    (3)  
де σcr – критичні напруження,  λ – гнучкість елемента,  
α-емпіричний коефіцієнт.  

У подальшому були запропоновані й інші 
степеневі апроксимуючі формули для опису розвитку 
залежності критичного навантаження від гнучкості і 
фізичних властивостей сталі [1-6, 14-16]. 

Лінійна залежність критичність напружень від 
гнучкості стрижня при розвитку пластичних 
деформацій  була запропонована Ф.С. Ясинським при  
умові λ ≤ π (Е/fy)0,5, а також складені практичні 
таблиці для визначення коефіцієнта стійкості. Цей 
підхід із визначення коефіцієнта за даними таблиці в 
подальшому і став основою перевірки стійкості 
центрально-стиснутих елементів у вітчизняних 
нормах. 

Мета 
Мета роботи є дослідження впливу на стійкість 

центрально-стиснутих сталевих елементів 
початкових недосконалостей: ексцентриситету 
прикладення поздовжньої сили, початкового вигину 
стрижня, початкових залишкових деформацій.  
Знайти аналітичний зв'язок між формулами 
коефіцієнта стійкості вітчизняних і імплементованих 
європейських норм. Міцність, стійкість, надійність 
конструкцій ферм і рам, енергоефективність  

будівель є наразі найбільш актуальними проблемами 
в металопроектуванні. 

Методика 

Прийнята методика дослідження центрально-
стиснутого елемента полягає в тому, що модель 
стійкості центрально-стиснутого стержня 
розглядається як стійкість позацентрово-стиснутого 
стрижня із малими ексцентриситетами прикладання 
поздовжньої сили та початковими недосконалостями. 

 Досліджена стійкість позацентрово-стиснутого 
сталевого стержня (умовної колони). Стержень 
стиснутий силою N по осі Z. Вісь дії повздовжньої 
сили не співпадає із повздовжньою віссю стержня.  
Ексцентристет між віссю дії повздовжньої сили і 
віссю стрижня складає незначну величину    

/ 20b xе i . Також стиснутий сталевий елемент має 
максимальний вигин повздовжньої осі у середньому 
перерізі: δ0=l0/750.... l0/500.  

Прийнято допущення, що локальна стійкість і 
міцність полиць та стінки стержня при стиску не 
впливає на його загальну стійкість. Для класів 1, 2 і 3 
поперечних перерізів відповідно національного ДБН 
це положення є необхідною умовою. У дослідженнях 
втрата загальної стійкості таких позацентрово-
стиснутих сталевих елементів (стійок, колон тощо) 
враховує розвиток пружно-пластичних і пластичних 
деформацій поперечного перерізу. 

Також прийнято вважати, що пружно-пластична 
деформація  береться із три-лінійної або бі-лінійної 
апроксимації діаграми на розтяг сталі. Вважається, 
що співвідношення між напруженнями і 
деформацією для пружньої ділянки діаграми має 
обмеження: σe=N/Acal≥0,8fy. 

При втраті стійкості у крайніх фібрових волокнах 
стрержня виникають пружно-пластичні і пластичні 
деформації. Внаслідок повздовжнього згину та 
початкових недосконалостей, такі деформації можуть 
мати значення, що близькі до деформацій границі 
текучості сталі (εy) або можуть перевищувати їх 
(εpl=nplyεy, εy= fy/E, E- модуль пружності сталі).  

Таким чином, нами прийнята робоча гіпотеза, що 
через втрату стійкості стержня, у його поперечному 
перерізі можуть розвинутись пластичні деформації у 
крайніх волокнах (4). 

௣௟ߝ = ேߝ଴௣௦ାߝ +  ெ  (4)ߝ
Нормальні напруження при яких може початися 

втрата стійкості стержня є розрахунковими. Втрата 
стійкості позацентрово-стиснутого елемента 
розглядається, як збільшення прогинів стрижня до 
досягання у крайніх фібрових волокнах серединного 
перерізу елемента допустимих деформацій: εpl=nplyεy, 
та допустимих прогинів. Допустимі деформації і 
прогини елемента є проектними граничними 
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умовами. Розрахункові напруження призводять через 
коефіцієнт стійкості φ до межі текучості сталі – fy 
(σcal/φ = fy). Коефіцієнт стійкості φ у ДБН є   
величиною, подібною до коефіцієнту (фактору) 
стійкості χ (Reduction factor for buckling) – φ~χ.  

σcal= N/ Acal= φfy .                      (5) 
 Деформації від згину (εM) залежать від 

максимальних вигинів стержня при втраті стійкості 
(δm). 

εM=yπ2δm/l2.                            (6) 
Максимальний вигин стрижня залежить впливу 

поздовжнього згину (fm), а також має вплив від 
початкових недосконалостей (δf0, eb) та додаткового 
ексцентристету (epl). Рішення диференціального 
рівняння рівноваги пружнього позацентрово-
стиснутого стрижня [52] постійного перерізу 
призводить до відношення: 

  δm =( δf0+eb+epl)/[ (π2 EIx/l2)/N-1].           (7) 
Перехід до відношення напружень дає формулу 

 2 2/ /cr cal y x yET Ef             
 

 δm =(δf0+eb+epl)/(σcк/σcal -1).                   (8) 
Крайні фіброві волокна мають координату 

поперечного перерізу (y=h0/2). Загальні деформації 
визначають тепер мають запис такого рівняння.  

εN +εM= σcal/E+ (yπ2/l2)(δf0+eb+epl)/(σcк/σcal -1). (9) 
У  рівняняні  (9) виконується традиційний перехід 

до гнучкості (λx) стиснутого елемента та до 
відносного ексцентриситету. 

/x xl i   

 0 /xfb cal f b pl xm A e e W   . 

   22
0 / / / 1pl cal x xfb cr calE m          

 
. (10) 

Заміна у рівнянні (10) розрахункових напружень 
через відношеня (2) дає можливість перейти до 
квадратного рівняння відносно коефіцієнта 
поздовжнього згину. Для скорочення записів у (10)  
вводять позначення проміжних функцій ΦВ1 і ΦВ2. 

Φ஻ଵ =
଴௥௦൯ߝ−௣௟ߝ൫ܧ௫ଶߣ̅

௬݂
+ ଶ݉௫௙௕ߨ +

ଶߨ ௬ܶ

ܧ . 

Φ஻ଶ =
ா
௙೤

೤்

ா
൫ߝ௣௟ −  (11)																						଴௥௦൯.ߝ

Рівняння для визначення коефіцієнта стійкості 
для центрально-стиснутого стрижня має вигляд 
квадратного рівняння: 

	
௫ଶ߮ଶߣ̅ −߮Φ஻ଵ + ଶΦ஻ଶߨ = 0.  (12) 

Результати 

В результаті досліджень отримане квадратне 
рівняння (12), яке має рішення. Остаточно 
приймаємо при вище прийнятих позначеннях: 

߮ = 0,5
	Φಳభିට(Φಳభ)మିସΦಳమగమఒഥೣమ

ఒഥೣమ
.									(13)                                                                             

Якщо у формулі (13) прийняти, що зменшення 
приведеного модуля деформації перерізу 

компенсується допустимим збільшенням деформацій 
у серединному поперечному перерізі елемента, 
отримаємо 

Φ஻ଶ =
೤்

௙೤
൫ߝ௣௟ − ଴௥௦൯ߝ ≈ 1  (14) 

Φ஻ଵ =
ܧ௫ଶߣ̅
௬ܶ
+ ଶߨ ൬݉௫௙௕ +

௬ܶ

ܧ
൰. 

߮ = 0,5
	Φಳభିට(Φಳభ)మିସగమఒഥೣమ

ఒഥೣమ
.	   (15) 

За ДБН коефіцієнт стійкості обчислюється як 
߮ = ଴,ହ	

ఒഥೣమ
ቀߜ ∓ ඥ(ߜ)ଶ −  . ௫ଶቁߣଶ̅ߨ4

௫ଶߣ̅ =		 λ୶ଶ
௙೤
ா
;	 ௫ߣ̅ =		 ௫ߣ ට

௙೤
ா
		. 

஻ଵߜ = 	9,87(1 − ߙ + ௫ߣ	ߚ  ௫ଶ.  (16)ߣ̅	+	(

Структура отриманої нами формули (15) і 
формули (16) за ДБН подібні, що вказує на вірність 
теоретичного підходу. 

За Європейськими нормативними документами 
коефіцієнт стійкості для центрально-стиснутого 
елемента обчислюється як 

  1χ ,
λΦΦ

1χ 0,522





 
. 

Φ = 	0,5ൣ1 + ߣ̅)ߙ − 0,2	) +	 ଶߣ̅ ൧ 

ߣ̅ = ට஺௙೤
ே೎ೝ	

= ට௙೤ఒೣమ

గమா
= ఒೣ

గ
ට௙೤

ா
= ఒഥೣ

గ
     (17) 

Або у позначення прийнятих у вітчизняних 
нормах  

߯ = 	ଵ

஍ାට஍మିഊ
ഥೣ
మ

ഏమ

.   (18) 

Φ = 	0,5 ቂ1 + ߣ̅)ߙ − 0,2	) +	ఒ
ഥೣమ

గమ
ቃ (19) 

Запишемо формулу (12) у такому вигляді 

1
ଵ߮
ଶ −

1
߮ଵ

Φ஻ଵ

ଶΦ஻ଶߨ
+

௫ଶߣ̅

ଶΦ஻ଶߨ
= 0. 

ଵ
ఝభ
= Φಳభ

ଶగమΦಳమ
∓ ටቀ Φಳభ

ଶగమΦಳమ
ቁ
ଶ
− ఒഥೣమ

గమΦಳమ
.    (20) 

Подальші перетворення приводять до запису 

	߯ଵ = (߮ଵ) =
ଵ

Φಳభ
మഏమΦಳమ

∓ඨ൬ Φಳభ
మഏమΦಳమ

൰
మ
ି ഊഥೣ

మ

ഏమΦಳమ

 .    (21) 

При умові (14) запис (21)  спрощується. 
߯ଵ = (߮ଵ) =

ଵ

Φಳభ
మഏమ

∓ඨቀΦಳభ
మഏమ

ቁ
మ
ିഊ
ഥೣ
మ

ഏమ

  (22) 

Φ஻ଵ

ଶߨ2 = 0,5 ቈ݉௫௙௕ +
௬ܶ

ܧ +
௫ଶߣ̅

ଶߨ
ܧ
௬ܶ
቉. 
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Відмінності отриманих формул полягає у різних 
підходах до апроксимації експериментальних даних 
при визначенні коефіцієнтів стійкості та різниці у 
перетворенні вихідного рівняння (12). Апроксимація 
експериментальних даних і вид формули визначають 
знак перед квадратним коренем у формулі (22). 

Наукова новизна та результат 

На підставі  теоретичних досліджень отримано 
узагальнене аналітичне рішення стійкості сталевого 
центально-стиснутого елемента із урахуванням  
початкових залишкових деформацій, гнучкості 
елемента, початкових  екцентриситетів сили, 
початкового вигину поздовжньої осі стрижня, модуля 
Кармана та початкових залишкових деформацій. 
Наведене узагальнене теоретичне обгрунування 
коефіцієнта стійкоті за різними нормативними 
документами. Практична значимість. Отримані 
аналітичні рівняння дозволяють визначити 
теоретичне значеня критичного навантаження для 
сталевого стиснутого елемента при втраті стійкості.  
Результати досліджень можна використовувати при 
аналізі експериментальних даних і при виявленні 
резервів несучої спроможності стержнів, які 
експлуатуються. Показано, що між формулами 
вітчизняних норм і імплементованих європейських 
норм є зв'язок, який аналітично описує втрату 
стійкості стержня із початковими недосконалостями.   

Висновки 

1. Розвинуто теоретичні засади узагальненого 
підходу розрахунку коефіцієнта стійкості для  
центрально-стиснутого стрижня при урахуванні 
початкових недосконалостей: ексцентриситету 
прикладання поздовжньої сили, початкових вигинів і 
початкових залишкових напружень.   

 2. Отримані аналітичні рівняня відкривають шлях 
до моделювання стійкості центрально-стиснутих 
стрижнів при різних вихідних умовах.   
Запропонований аналітичний підхід може 
враховувати особливості форми перерізу, діаграми 
розтягу сталі, недосконалості виготовлення і 
монтажу елементів.    

3. Фактично отримано аналітичне рівняння втрати 
стійкості позацентрово-стинутого стрижня, як 
центрально-стиснутого із початковими погинами. 
Аналітичне рівняння стікості дозволяє визначити 
понижуючий коефіцієнт міцності сталі при втраті 
стійкості. Формули  для визначення коефіцієнта 
стійкості для центрально-стиснутого елемента за 
вітчизняними і европейськими нормами у своїй 
основі мають одне й теж аналітичне рівняння.  
Основні відмінності між вітчизняними і 
імплементованими європейськими нормами 
пояснюються різними підходами щодо апроксимації 
експериментальних даних. 

4. Результати проведених досліджень можна 
використовувати при аналізі експериментальних 
даних і при виявленні резервів несучої спроможності 
стержнів, що експлуатуються. 
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