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ФРАКТАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ СТРУКТУРНОЙ СИММЕТРИИ
ПОЛИКОМПОНЕНТНЫХ МАТЕРИАЛОВ

В.Ю. Костыря, И.Н. Федорченко, П.В. Травини, Г.В. Кокашинская

Национальная металлургическая академия Украины

«В мире этом – я знаю –
нет счета сокровищам,
Но весьма поучительно

для очей заглянуть
повнимательнее в нутро

вещам, прямо в нутро вещей».
Л.Мартынов

Существование таких феноменов бросает нам вызов и побуж-
дает заняться подробным изучением тех из форм, которые Евклид от-
ложил в сторону из-за их «бесформенности», — исследовать, так ска-

зать, морфологию «аморфного».
Бенуа Мандельброт

Кристаллическая решётка - присущее находящемуся в кристаллическом
состоянии веществу правильное пространственное расположение атомов (ио-
нов, молекул), характеризующееся периодической повторяемостью в трёх из-
мерениях.

Ввиду такой периодичности для описания кристаллической решетки дос-
таточно знать размещение атомов в элементарной ячейке, повторением кото-
рой путём параллельных дискретных переносов (трансляций) образуется вся
структура кристалла. В соответствии с симметрией кристалла элементарная
ячейка имеет форму косоугольного или прямоугольного параллелепипеда,
квадратной или шестиугольной призмы, куба. Размеры рёбер элементарной
ячейки а, b, с называются периодами идентичности.

Математической схемой кристаллической решетки, в которой остаются
лишь геометрические параметры переносов, но не указывается конкретное
размещение атомов в данной структуре, является пространственная решётка. В
ней система трансляций, присущих данной кристаллической решетке изобра-
жается в виде системы точек — узлов. Существует 14 различающихся по сим-
метрии пространственных трансляционных решёток, называемых Браве ре-
шётками. Огюст Браве предложил разделить кристаллические решётки по по-
ложению атомов в элементарной ячейке.

Кристаллическая решетка может иметь и дополнительные элементы сим-
метрии — оси, плоскости, центр симметрии. Всего существует 230 простран-
ственных групп симметрии, причём подгруппой, определяющей кристалличе-
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скую решетку, обязательно является соответствующая группа переносов. Кри-
сталлографические классы, или виды симметрии, объединяются в более круп-
ные группировки, называемые системами или сингониями. В зависимости от
длины отрезков, отсекаемых на кристаллографических осях, и взаимного рас-
положения этих осей различают семь осевых систем.

Кубическая сингония. В этой сингонии кристаллизуются наиболее сим-
метричные кристаллы. В кубической сингонии присутствует более одной оси
симметрии выше второго порядка, т. е. L3 или L4 . Кристаллы кубической
сингонии обязательно должны иметь четыре оси третьего порядка (4L3) и,
кроме того, либо три взаимно перпендикулярные оси четвертого порядка
(3L4), либо три оси второго порядка (3L2). Максимальное количество элемен-
тов симметрии в кубической сингонии может быть выражено формулой 3L4
4L36L29PC. Кристаллы кубической сингонии встречаются в виде куба октаэд-
ра, тетраэдра, ромбододекаэдра, пентагон-додекаэдра и др.

Сингонии средней категории. Эта группа объединяет кристаллы, обла-
дающие только одной осью симметрии порядка выше второго. К средней кате-
гории относятся гексагональная, тетрагональная и тригональная сингонии.
Гексагональная сингония характеризуется наличием одной оси симметрии
шестого порядка (L6). Максимальное количество элементов симметрии может
быть следующим: L56L27PC. Кристаллы гексагональной сингонии образуют
призмы, пирамиды, дипирамиды и др.
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Как можно отметить, существует некоторая аналогия идентичность
строения бус и строения кристаллов.
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В некотором смысле можно утверждать, что эти фигуры есть самоподоб-
ными и обладают монадностью, а некоторые также стохастичностью. Все эти
свойства относятся к свойствам фракталов.

Следовательно можно полагать, что бусы, и монадные им сингонии кри-
сталлов являются фрактальными объектами.

Рис.1.Современные бусинки
Что касается природных камней, при их огранке также соблюдается са-

моподобность.

Рис.2. Виды и формы
огранки самоцветов: а - розой
с числом граней 12(1), 18(2),
72(3); б - полубриллианото-
вая; в – бриллиантовая с чис-
лом граней 56(1,6,7,8), 100(2),
72(3,5), 240(4); г – ступенча-
тая с числом граней 20(1),
48(2,4), 44(3); д – клиньями с
числом граней32(1),44(2); е –
смешанная (88 граней); ж –
кабошом.
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Из всего вышеизложенного можно сделать вывод, что из кристалличе-
ские тела можно отнести к отдельному подклассу в «царстве» фракталов исхо-
дя из определения, т.к. известно, что внешний вид, ограненных кристаллов по-
добен кристаллическому строению, что полностью соостветсвует одному из
важнейших свойств фракталов – повторяемость при увеличении, которое
можно описать при помощи кронекеровых матриц.

Рис.3 Трехмерное кронекерово произведение G = M х R

Рис.4. Кронекерово произведение матрицы и перпендикулярного ей век-
тора.
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Говоря вообще, кронекерово произведение двух структурных решеток в
многомерном пространстве коммутативно тогда и только тогда, когда не су-
ществует общего для обоих измерения. В трехмерном пространстве так бывает
в случае умножения двух векторов или вектора и матрицы. В четырехмерном
пространстве коммутативным может оказаться и произведение двух матриц.
Если решеток, произведение которых необходимо найти, больше двух, то об-
щей размерности не должно быть ни у одной пары решеток. Эти правила, оче-
видно, никак не объясняют коммутативности произведения двух различных
степеней одной решетки, по аналогии со структурами легированных сталей.

Первый базовый принцип - принцип фрактализации, реализуется в итера-
тивном алгоритме построения сложных структурных композиций на базе пер-
воначального звена (гиперпрототипа), заложенного в программу формирова-
ния моделируемого объекта, процесса или анализа. Итеративное построение
результирующей конструкции состоит в последовательном применении ото-
бражения (сопоставлении) структуры начального звена на всю систему. Обра-
зованная в итоге структурная схема (которую можно графически интерпрети-
ровать) представит собой многоуровневую фрактальную конструкцию, в кото-
рой проявлены некие "отправные" (фазовые) точки (принципы).

Наглядные примеры - структуры кристаллических решеток (монокри-
сталлов).

Рассмотрим теперь вопрос сохранения фрактальной системы в разверну-
той форме, где основным критерием является минимизация тенденций к спон-
танной провокации каких-либо внутренних конфликтов и противоречий, т.е.
структурная основа системы должна стремиться к абсолютной комплементар-
ности, а набегающие погрешности должны автоматически дифференцировать-
ся под воздействием соответствующих тенденций саморегуляции.

Обобщая проведенный выше анализ, можно сделать следующее заключе-
ние - любая стремящаяся к стабилизации сложная система представляет собой
структурный комплекс, сформированный на базе трех принципиально отлич-
ных друг от друга основных позиций.

1. Принцип фрактального подобия
Фрактальные конструкции - это объективные формы реализованного

проявления бесконечной Вселенной, структура и развитие которых четко под-
чинены конкретной зависимости разворота универсальной базовой основы
(гиперпрототипа) в производную материальную форму через объемный мно-
гоуровневый коэффициент собственного проецирования, определяющий все
многообразие окружающего структурного пространства.

2. Принцип комплементарности
Уровень противоречий внутри любой произвольно взятой гиперком-

плексной системы, при необходимости получения функционально активной
устойчивой конструкции, должен стремиться к нулю.

3. Принцип наличия базовых констант
Любая гиперкомплексная структурная конструкция кристаллогеометрии

разделена барьерными мембранами (определяемыми физическими константа-
ми), суть существования которых заключается в том, что каждая из них фор-
мирует собственные структурные отличия, а значит и необходимость модифи-
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кации задействованного на предыдущем уровне алгоритма или сигнала в иную
форму.

Рис. 5. Фрактальный структурный куб

При фрактальном моделировании атомно-кристаллическая структура ме-
таллов интерпретируется кубами. Это конструкции, собранные из плоскостей,
имеющих хотя бы одну общую для всех составляющих точку. В этом варианте
удовлетворить условие стабильности системы ста-
новится гораздо сложнее. Изначально ориентация плоскостных образований
требует введения простейшей взаимно перпендикулярной трехмерности, в
противном случае фрактал тут же спирализуется в бессистемный сгусток,
склонный к самоликвидации. Таким образом, базис данной категории будет
представлять собой три взаимно перпендикулярных плоскости. Первая фаза
фрактального разворота с этим коэффициентом соответствия формирует 13
аналогичных осевых параметров и соответствующую многомерно-
пространственную ортогональную решетку. Простейший самодостаточный
фрактальный объект, имеющий указанные выше характеристики, представляет
собой трехуровневый куб, состоящий из 531441-го взаимно интегрированного
кубического базового модуля. Тенденция к фрактализации структурных уров-
ней по основным осям с возникающим в результате повышенной поляризации
приоритетом иррациональных составляющих модифицирует форму объекта в
пересекающихся в центре куба встречно закрученных пакетов матриц, имею-
щих плоскостную трехуровневую организацию и многомерную орбитальную
ориентацию в соответствии с радиусами R , R2, R3.
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Следует добавить, что данная фрактальная конструкция несет в себе про-
тотип всех 14 типов кристаллических решеток Браве, 13 из которых напрямую
связаны с тремя типами основных осей фрактализации, а одна (четырнадцатая)
представляет принцип оптимальной упаковки множества в единое целое с ку-
бом.

Рис. 6. Линейный ряд фрактальных структур

Результатом анализа структурных геометрических фрактальных моделей
явилось построение общей физико-математической модели классификации
многогранников и оптимальных решеточных и полостных структур плотного и
сверхплотного выполнения пространства с использованием обобщенной эйле-
ровой характеристики в следующей трактовке:

2

T F RdN
+ +

=

где d – топологическая размерность характеристики;
Т – число вершин;
F – число граней;
R – число ребер многогранников.

Обобщенная характеристика – число информационных осей симметрии
позволяет не только вычислить для любой многогранной структуры известные
из теории симметрии оси, но и перечислить также направления (или оси) их
естественного роста, т.е. простой трансформации концентрического подобия.
Любая атомно-кристаллическая конструкция представляет собой многослой-
ную фрактальную конструкцию и ее топологическая размерность составляет
d = ln5/ln2 ≈ 1,8096.  С точки зрения трехмерного наблюдателя топологическая
размерность составит d = ln13/ln2 ≈ 5,1299250, а при предельном стремлении
итеративных операций поворота и фрактализации по алгоритму исходных фи-
гур – двух тетраэдров фрактально заполняется элементарная кубическая ячей-
ка.


