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Анотація. Постановка проблеми. Існуючі в даний час методи визначення осідань водонасичених грантових основ 

здійснюються з використанням тих чи інших чисельних методів. У цьому випадку мають місце проблеми верифікації моделі 
(адекватна розбивка розрахункової області на елементи, крок інтегрування за часом і т.д.), а також проблеми розрахунку 
осідань областей з необмеженими розмірами. Крім того, рішення задач, що мають більш-менш істотну практичну цінність 
або пов'язане зі значними витратами, або взагалі неможливо. Висновок. Вперше отримано асимптотичне подання рішення 
задачі про переміщення ґрунтової товщі за глибиною у процесі фільтраційної консолідації в рамках моделі пружного 
водонасиченого півпростору, до верхньої межі якого прикладена вертикальна зосереджена сила. Дане рішення є 
фундаментальним при вирішенні задач про розподіл напружень за глибиною ґрунтової товщі, до поверхні якої прикладена 
довільно розподілене навантаження. 

 
Ключові слова: фільтраційна консолідація, вертикальні переміщення, поровий тиск, асимптотичне уявлення рішення, 

аналітичне рішення. 
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Abstract. Statement of the problem. Currently existing methods of determining water-saturated sediment of the ground of the 

foundations are carried out using various numerical methods . In this case, there are problems of model verification (adequate 
breakdown of the computational domain into elements, the step of time integration, etc.), as well as the problem of calculation of the 
residue regions of unlimited size. In addition, the tasks which have significant practical value or too expensive, or impossible. 
Conclusions.It was obtained first time an asymptotic representation of the solution of the problem of soil displacements on the depth 
in the process of filtration consolidation, according to the model of water-saturated elastic half-space, to the upper limit of which is 
attached a vertical concentrated force. This solution is fundamental in solving the problems of the stress distribution on the depth of 
soil to the surface of which is applied an arbitrary distributed load. 
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Аннотация. Постановка проблемы. Существующие в настоящее время методы определения осадок водонасыщенных 

грантовых основ осуществляются с использованием тех или иных численных методов. В этом случае имеют место 
проблемы верификации модели (адекватная разбивка расчетной области на элементы, шаг интегрирования по времени и 
т.д.), а также проблемы расчета осадок областей с неограниченными размерами. Кроме того, решение задач, имеющих 
более-менее существенную практическую ценность или связано со значительными затратами, или вообще невозможно. 
Вывод. Впервые получено асимптотическое представление решения задачи о перемещении почвенной толщи по глубине в 
процессе фильтрационной консолидации в рамках модели упругого водонасиченого полупространства, к верхней границе 
которого приложена вертикальная сосредоточенная сила. Данное решение является фундаментальным при решении задач о 
распределении напряжений по глубине грунтовой толщи, к поверхности которого приложена произвольно распределенная 
нагрузка. 

 
Ключевые слова: фильтрационная консолидация, вертикальные перемещения, поровое давление, асимптотическое 
представление решения, аналитическое решение. 

 
Постановка проблеми в загальному вигляді та 

її зв'язок із важливими практичними завданнями. 
Існуючі в даний час методи визначення осідань 

водонасичених грантових основ здійснюються з 
використанням тих чи інших чисельних методів [1, 
2]. У цьому випадку мають місце проблеми 
верифікації моделі (адекватна розбивка 
розрахункової області на елементи, крок 
інтегрування за часом і т.д.), а також проблеми 
розрахунку осідань областей з необмеженими 
розмірами. Крім того, рішення задач, що мають 
більш-менш істотну практичну цінність або пов'язане 
зі значними витратами, або взагалі неможливо. 

Відомі рішення базуються на припущенні про те, 
що основа знаходиться в стані компресії [3, 4], або 
при розрахунку осідання з шаруватою текстурою 
використовуються наведені властивості [5, 6], а, як 
правило, реальний напружено-деформований стан 
ґрунтових основ відрізняється від компресії. Тому 
викладений в роботах [3, 4] підхід має обмежене 
застосування. 

Визначення осідань основи з використанням 
усереднених характеристик також викликає 
заперечення, оскільки в даному випадку в 

недостатній мірі враховуються умови на контакті 
ґрунтових шарів 

У зв'язку з цим представляють інтерес методи 
розрахунку процесу розвитку в часі осідань, 
аналогічні загальновідомому методу пошарового 
підсумовування [7]. 

Виділення невирішених раніше частин 
загальної проблеми, котрим присвячується 
означена стаття. 

Одним з варіантів реалізації цього підходу є 

розрахунок осідань  Si   для кожного 

елементарного i - того грунтового шару за 

методикою [7] для моменту часу t   і далі – 

визначення осідання у поточний момент часу t  як 

добуток  Si   на ступінь консолідації даного 

елементарного шару  U ti , який відповідає 

розрахунковому моменту часу, тобто нами 
пропонується для розрахунку поточних осідань 
використовувати формули виду: 
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где  S t – среднє осідання основи в розрахунковий момент часу t ;  iS t – те ж саме, елементарного i - 

того грунтового шару в розрахунковий момент часу t ; ,iS – те ж саме, елементарного i - того шару при 

t  ;  iU t – ступінь консолідації i -того шару в розрахунковий момент часу t ; 8,0 – емпіричний 

коефіцієнт; izp , – нормальна вертикальне напруга в центрі і - того елементарного шару завтовшки ih , 

обумовлене навантаженням від фундаменту; iz , – те ж саме, обумовлене вагою віддаленого з 

котловану грунту; n ‒ кількість шарів, на які розбита товща, що стискається; iE – модуль загальної 

деформації основи, встановлений по гілці первинного завантаження основи; ieE , – те ж саме, 

встановлений по гілці вторинного завантаження [7]. 
 
 
Для визначення ступеня консолідації ґрунтових 

шарів необхідно знати залежності осідання основи 

від часу на різній глибині. На вирішення цього 

завдання і спрямовані викладені в цій статті 

дослідження. 

Основний матеріал дослідження. Розглянемо 

водонасичений напівпростір, до верхньої межі 

якого прикладена зосереджена сила Р (рис. 1). 

 

Рис. 1 До розрахунку НДС водонасиченого на півпростору / Calculation of stress-strain state of half-saturated 

 

Для вирішення задачі використовуємо 

викладений в [8] алгоритм. На першому етапі 

знайдемо НДС півпростору в момент часу 0t  . 

Згідго [8] в цьому випадку слід використовувати 

модель ґрунтової основи у вигляді пружного 

ізотропного середовища [9] і покласти пружну 

константу Ламе   . Визначення напружено-

деформованого стану основи в даному випадку 

зводиться до вирішення системи рівнянь виду: 
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(2) 
 
при граничних умовах: 
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де F – бігармонічна функція;   оператор Лапласа в циліндричній системі координат; 0U  и 0W – радіальне і 

вертикальне переміщення; 0 0zz, rr ,,   и 0, – відповідно, вертикальне, радіальне и тангенціальне 

нормальні переміщення; 0rz, – те ж саме, дотичне; 0P – поровий тиск; r,z – координати;  r – Дельта – 

функція Дірака [10]. 
 
Рішення шукаємо у виді: 

                   

       0 0 0 0

0

F J r A z B exp z d



                                   (4) 

де  0J x – функція Бесселя першого роду з нульовим індексом [10];  0A   и  0B  – деякі функції 

параметра  , які слід визначати шляхом задоволення граничним умовам (3).  
 

Осідання основи 0S
 
в будь-якій довільній точці М (рис. 1) і поровий тиск 0P  у момент часу 0t   в 

даному випадку дорівнюють: 
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            (5) 

Далі знайдемо осідання основи для моменту 

часу t  . Згідно [8] в цьому випадку слід 
використовувати модель ґрунтової основи у вигляді 
пружного ізотропного середовища [9]. Визначення 

напружено-деформованого стану основи в даному 
випадку зводиться до вирішення системи рівнянь 
виду: 
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             

              (6) 

 

Осідання основи 0S  в будь-якій довільній точці М (рис. 1) і поровий тиск 0P  у момент часу t   в 

даному випадку дорівнюють: 

                      

     0

0

2 1
4

0

N
S z exp z J r d ;

G

P .








                      

 

             

(7) 

Далі знайдемо функцію часу  f z,t , яка пов'язує між собою осідання основи при 0t   и t  . 

Спочатку знайдемо поровое тиск Р в інтервалі часу 0 t   . Для цієї мети, згідно [8], використовуємо 
рівняння виду: 

                                                         

1
03

P
c Pv kk ,t t

 
    

 
,                           (8) 

при початкових умовах: 

                                           

     

     0

0

0 0

0
2

P r, ,t P ,z,t P r, ,t ;

N
P r,z, exp z J r d ;



     




             
 ,              (9) 

де cv – коефіцієнт просторової консолідації основи [11, 12]; t – час; 00kk ,t


 


. 

Потенціал обумовлених віджиманням порової рідини переміщень і переміщення в напрямку осі 0z, згідно 
[8], дорівнюють: 

                                                      

tcv P(r,z, τ) dτ;
λ 2 G 0

.Р

Ф

W Ф
z


   

 


 
  

.                          (10) 
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Тут Ф ‒ потенціал обумовлених віджиманням порової рідини переміщень; РW – обумовлене віджиманням 

порової рідини вертикальне переміщення. 
 

Рішення шукаємо в області зображень за Лапласом по змінному « t » [10]. 
В цьому випадку рівності (8) ... (10) приймуть такий вигляд: 
 

                                     

   

     

     

0

0

0

0

2

0 0

0
2

* *

* * *

*

*
* * *

p

N
P c P exp z J r d ;v

P r, , P ,z, P r, , ;

N
P r,z, exp z J r d ;

c PvФ ;W Ф .
λ 2 G z






            
  



        

          
  



   
    




               (11) 

Тут   – параметр одностороннього перетворення Лапласа [10];  

     

0

t*P r,z,t P r ,z, e dt




    , и      

0

t*Ф r,z, Ф r,z,t e dt




    – 

односторонні перетворення по змінній «t» 
порового тиску і потенційної функції переміщень, 
зумовлених віджиманням порової рідини.  

Рішення верхньої рівності (11) з урахуванням 
граничних умов (друга зверху рівність (11)) має 
вигляд: 

         

   
 

   
 

   
 

2
0

0

02

0

02

0

2

2

2

*

*

*
p

exp z exp zN
P J r d ; ;

cv

exp z exp zcN vФ J r d ;
λ 2 G

exp z exp zcN vW J r d .
λ 2 G








                 

  



     
         

     

                  
    







        

(12) 
Оригінал для порового тиску (верхнє рівність 

(12)) було отримано Ю.К. Зарецьким [12]. 
Для побудови асимптотикі, що зв'язує значення 

осідань в нулі і на нескінченності розглянемо 
підінтегральної функції останньої рівності (12) і 

знайдемо її граничні значення при 0t   и 

t  . З урахуванням теореми операційного 
числення про граничні значення оригіналу маємо: 
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 
   

   

     

2
2

0

0

0

1

*

*

t

*

t v

exp z exp z
F , ; ;

cv

limit F ,t limit F , ;

z
limit F ,t limit F , exp z .

с

 

 

         
       

 
           

                   

.          (13) 

Далі знайдемо оригінал функції  *F ,  . 

1. Оригінал функції  
 

1 2
* exp z

F ,
   

  


 має вигляд: 

 
2. Точне знаходження оригіналу функції 

 

2 2

2 2
*

exp z
c cv v

F ,

  
      

   


 

 
викликає значні труднощі. Тому знайдемо його 

асимптотику. Для цієї мети використовуємо 
викладений в роботі [13] алгоритм. Як 
«внутрішньої» функції виберемо експоненту 

 

                                                                   
 2

vexp с t     .                                                (15) 

Зображенням (15) є функція: 

                                            (16) 
З врахуванням (16) знайдемо: 

                                                               

21 cv   
 


.                                   (17) 

Далі підставимо (17) в функцію  2
2
*F ,    . Маємо: 

                                 

   

2

2
3 2

2 2

1

1

* *

cv

F , F ,

limit exp z
c cv v

z
exp

cv cv

 




       

   

                

 
   

                              

(18) 
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Після цього розкладемо функцію  3
*F ,   в 

ряд Тейлора за новою змінною   
в околі точки 

2

1

cv
 

 
 [10]. Оскільки цій точці відповідає 

значення комплексної змінної 0 , ці 
коефіцієнти є коефіцієнтами розкладу в 

асимптотичний ряд по змінної ‘t’ при t  . 
Маємо: 

 

            

   
2

1 12 1 2
3 2 0 2 21 2

2
1 1 1 11 2

0 2 2 2 21 2

a a* *
F , F , a ...

! !cv cv

a a
a ...

! !cv cv cv cv

                 
   

       
           

   
   
    

   
   
    

         (19) 

Тут: 

                                     

 

   

   

0

1 3 11 2

1 5 2 2 25 32 4

a exp z ;

a с z exp z ;v

a с z z exp z ;v

...............................................................................

     

          


              




          (20) 

З урахуванням (19) і (20) підінтегральна функція (13) може бути представлена у вигляді: 

                               

 
   

 

2

1
0 2 2

22
2

2 2

1 1

11

1 1

2

* exp z exp z
F ,

a
a

! cv cv
exp z

a
...

! cv cv

        
   



   
      

                              

         (21) 

Для практичних розрахунків досить утримати перші два члена ряду (21). маємо: 
 

                                   

 
   

   
 

2

2

2 2

1

2

*

v v

exp z exp z
F ,

z
exp z

с с

        
   



 
        

        

           (22) 

 
Оригінал (22) має вигляд: 

                                   

     21
1

2
v

v

z
F z, ,t exp z exp c t

с

             
   

.          (23) 

Далі знайдемо функцію  f z, ,t , яка пов'язує між собою асимптотические значення осідань при 

0t   и t  . 

Ст ро ит ел ьст во ,  м ат ериа л о ведение ,  м аш ино ст ро ение:  Ст а ро ду бо вские  чт ения  –  20 1 7  

 

 

119 



 

Маємо: 

                                        

 
 
   21 v

F z, ,t
f z, ,t exp c t

F z, ,


      

 
.                        (24) 

З урахуванням (24) остаточне рішення задачі має вигляд: 

                    

   

   
2

1

1
01 24 0

v

z

с t

z
N

W e J r dz
G

e



  

    
 

           
       

   

.          

(25) 
Оскільки (25) надалі передбачається використовувати в якості фундаментального рішення, доцільно 

позбутися невласного інтеграла. 

Для цього представимо функцію  
 2

v
с t

e
  

 у вигляді ряду експонент: 

                                                        

   2

1

n k
ie a ei

i

  
 


.                                              (26) 

Для цієї мети використовуємо метод найменших 
квадратів і елементи теорії оптимізації  [10, 14].  

Значення коефіцієнтів
 

ai  и ki  представлені в 

таблиці 1. 

У графічному вигляді початкова функція (ряд 1) 
і її апроксимація (ряд 2) представлені на рис. 2.

 
 

 

Рис. 2. До апроксимації функції / By approximating function
 

 2exp 
 
 

 
З урахуванням (26) знайдемо: 

                                                  

   2

1

с t n k с tv vie a ei
i

    
 


.                                  (27) 

Таблиця 1. 
№   п/п Значення коефіцієнтів 

ai  3,2745 3,6882 1,4147 

ki  2,0 4,0 6,0 
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З урахуванням (27) і представлених в таблиці 1 даних невласний інтеграл (25) може бути представлений в 
аналітичній формі: 
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 
 
 
 
 

  
  
  
  
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  
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.         (28) 

  
Отримане нами рішення задачі має такі асимптотичні оцінки: 
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

        
   

  
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 
    















.                  (29) 

Остання оцінка (29) повністю збігається з 
отриманими Ю. К. Зарецьким результатами [12]. 

На закінчення відзначимо, що отримані в даній 
роботі результати (формула (28)) в подальшому 

будуть використані для розробки методики 
розрахунку осідань осушуваних з використанням 

вертикальних дрен основ. 
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